DE SISTEMAS MEDIANTE
DETERMINANTES
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Resolucion de sistemas 2 X 2 mediante determinantes

A A
B Resuelve, aplicando x = || x|| ey= || Y || , los siguientes sistemas de ecuaciones:
A A
a) 3x—-5y=73 b) 5x+ 4y=33 o 6x+2y= 8
4x +2y= 2 7x—11y =13 —5x + 9y = —-60

Comprueba, en cada caso, la solucién que obtengas.

a)3x—5y=73} |A|=B _25‘=26; |Ax|=‘75_5 = 1506;

4o + 2 =2 2 2
_13 73| _ .
|Ay|—‘4 h = -286;
anto: x= 0 _g 2 2280 _
Por tanto: x 6 6, y 6 11

b) S + 4y=35} |A|=‘; _fl = -83; |Ax|=‘33 42 as,

Tx—11y =13 13 -11
|Ay|=‘2 g = -166;
Por tanto: x=__4T135=5; y=%=2
A T B RPN AR
IAy|=‘—65 _20‘=—3zo;
Por tanto: x=%=3; y=%=_5

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Extension del resultado a sistemas 3 X 3

B ;Como crees que seria la solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas segun la regla anterior? Pon las formulas correspondientes y apli-
calas a la resolucion de los sistemas siguientes:

3x—-2y+ z=20 x+ y+z=3
a4 x +3z=14 b)ix— y+z=1
y— z=-4 x—2y =2

Comprueba las soluciones.
Si tenemos un sistema 3 X 3:
apX+dpy*azz=g

Ay X+ ay Y + dy; 2= ¢, ¢ yllamamos: A4 =
A31 X+ d3p ) + d332 = Gy

Gy dyy o

dyp dyp dyg
;
Az Gz dszgz

€ dyp dyg dyp G dyg dyp dyp G
A= € Gy dy) A, =|dy G dpf A =4y dyp G
C3 dzp ds3 dz1 €3 sz dz dzp 3

Al Al Al

entonces: x = s y , &=
|4 |4 |Al

(siempre que |A| # 0).

Si aplicamos las férmulas a la resolucion de los sistemas propuestos, tenemos que:

a)3x -2+ z=20 3 2 1
X +3z =14 |[A|=11 0 3 |=-10
Y- z=-4 0 1 -1
20 =2 1 3 20 1 3 -2 20
|4 [=114 0 3 |=-50; |A4,|=]|1 14 3 |=10; [A]=|1 0 14|=-30
-4 1 -1 0 -4 -1 0 1 —4
=50 10 =30
Portanto: x="—"2==5; y=-—=-1; z= """ =
or tanto: x = —7s 5 =T T 3
b)x+ y+z=3 1 1 1
x— y+z=1; |Al=|1 -1 1|=2
x =2y =2 1 -2 0
3 1 1 1 3 1 1 1 3
A= |1 -1 1{=8 |4, ]=]1 1 1|=2 [4]=|1 -1 1|=—4
2 =20 » 1 2 0 1 -2 2

Por tanto: x=§=4; y=£=1; Z=ﬁ=_2
2 2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Inversa de una matriz 2 x 2

) — ) .. .
B x= ﬁ, y= ﬁ Obtén, de forma similar, las expresiones de z y de ¢ Lle-
A A

garas, asi, a la siguiente conclusion:

41 = 1 (“22 _“12)

4| \T%1 %
‘O ay, apq O‘
“112+“12t=0} L oapl e lay 11 9
(y 2 + dyyt =1 |A| |A4] Y |A|
1 a,, —a
Por tanto: A~ = —— ( 22 12
|a| \T91 “9n
B Comprueba, efectuando el producto, que: A- A1 =1
441 = (“11 “12) 1 ( ) _“12) _ 1 (“11“22 = a0 0 ) _
a1 dpn) |4 \T9u 9n |4| 0 —dypdy tdydy,

Sl o (b0
la] \ 0 |A| 01

. . . o 4 7
B Aplica la expresion anterior para calcular M~ siendo: M = 2 6

Y (6 —7)=%(6 7)o (35 )

| \-2 4 -2 4] \-1/5 2/

B Haz los productos M- M~ y M~!- M y comprueba que, en ambos casos, ob-
tienes la matriz unidad.

4 7).(3/5 —7/10)=(1 (1))

. -1 =
MM (26 15 2/5

(35 -7/10 .(4 7)=(1 o)
MM (-1/5 2/5) 2 6 1

B ;Por qué crees que es necesario que |4 |# 0 para que una matriz cuadrada sea
regular (tenga inversa)?

En su obtencion, dividimos por |A].

Es necesario que |A|# 0 para que el sistema que obtenemos tenga solucion Unica.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son com-
patibles o incompatibles:

3x-2y= 5 4x+ 5y=7 X+ y+2z =7
a)y x+3y=-2 b)i2x— y=0 Ai3x— y+ 4t=1

2x—- y= 3 Ix+ 11y =4 xX—3y—4z+4t=6
a)3x-2y= 5 3 2 3 -2 5

X+ 3y=-2 A=(1 3 A'=11 3 -2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

’3 221120 5 ran) -2

1 3

|A’|=0 = ran(A4) =2

El sistema es compatible.

b dx+ Sy=7 45 i 5 7
22— y=0p A=|2 -1| A'=[2 -1 0
7x + 11y = 4 7 11 7 11 4

|A'| =147 20 — ran(A) =3 # ran (4) = 2

El sistema es incompatible.

o) x+ y+2z =7 11 2 0 11 2 07
3x— y+ 4t =1 A=(3 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
X=3y—4z+4t=0 1 -3 4 4 1 -3 4 4 6
Calculamos el rango de A:

11 1 1 2 1 1 0
‘3 | =4#00 (3 21 0 [=0 (3 -1 4[=0 > ran() =2
1 -3 4 1 -3 4

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1| =-76 = ran(4") =3 % ran (A4)
1 3 6

El sistema es incompatible.
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2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7

a)§ 2x + z=2 b) § 2x + z=2 A){3x— y+ 4t= 1

2y—z=0 2y—z=5 x—3y—4z+ 4t=-13
a) x+3y—-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=(2 0 1 A'=(2 0 1 2)
2y—2=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A:
‘ 1 3

5 0 =620y |A|=0 — ran(A =2

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (pueslal?yla3?columna son iguales) — ran (4" =2 = ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 4* columna de A’ y la 12 son iguales, necesariamente
ran (A") = ran (4); es decir, el sistema es compatible.

b) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=(2 0 1 2
2y-z=5 02 -1 0 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=-3020 — ran(A) =3 #ran(A4)
0o 2 5

El sistema es incompatible.

Q) x+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4r= 1 A=[3 -1 0 4 A'=(3 -1 0 4 1
x—3y—4z + 41=-13 1 -3 -4 4 1 3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 [=0 — ran(A’) =2 =ran(A)
1 -3 -13

El sistema es compatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Enuncia la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:

apX*apyta;zz=q6

AnX+ ayy+ayz=cqc
+ + =

Az X+ azy + a5z =C

ay Ay dyg
Si |A]|=|dy 4y dy| 20 — ran(A) =3 =ran(A")
Az dzp Az

Por tanto, el sistema es compatible.

> |4, |4, |4,
Su solucion es: x = , Y= , Z ,
|4 |4 4]

siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz 4 la columna de los coefi-
cientes de x por la columna de los términos independientes. Andlogamente, A,y
A_ se obtienen sustituyendo en A4 la columna de los coeficientes de la incégnita
correspondiente por la de los términos independientes.

2. Utilizando la regla de Cramer, resuelve el siguiente sistema:

x—3y+5z=-24
2x— y+4z= -8

x+ y = 9
X —3y+ 5z =-24 1 -3 5
2x — y+4z= -8 |[A|=12 -1 4|=-1=%#0
X+ y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 24
A= |8 -1 4|=-7 |4 ]=|2 8 4]|=-2 |4 |=|2 -1 -8|=5
9 1 0 ' 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2, z=-5
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3. Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas.
Procede de forma analoga a como se ha hecho en esta pagina.

Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

apx + any + ap;z=c dpp Gz 9y
Ay X + dpy + dyZ =Cy b, con |A|=|dy Gy dy| £0
Az X + Az, + A2 = €y a3 d3p A3

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Hemos de despejar cada una de las incognitas. Empecemos por la x.
Para despejar x, hemos de eliminar y, z. Esto se consigue multiplicando las tres ecua-
ciones, que llamamos (1), (2), (3), por los adjuntos de los coeficientes de la x:
DAy = ap Ay x+ap Ay y+agdy,z=c A4,
(2) - Ay =y Ay X+ dyy Ay Y+ dys Ay 2= 6, Ay

(3) Ay = a3y Ay X+ dyy Ayy Y+ day Ay 2= 5 Ay

Sumando, obtenemos una igualdad que vamos a analizar por partes:
— El coeficiente de la x es:
ayy Ay +dy Ay +ag Ay = |A]
— El coeficiente de la y es:
yy Ayy ¥ dyy Ay +dzy Ay = 0
Anialogamente, se ve que el coeficiente de z es cero.
— El término independiente es:

¢ Ay + ¢y Ay + 3 Ayy, que es el determinante de la matriz A que resulta al
sustituor en A la columna de los coeficientes de x por la columna de los tér-
minos independientes:

€ by g3
A =G dy dy
€3 dsp Az
Recapitulamos: al efectuar la suma (1) - 4}, + (2) - 4, + (3) - 43;, obtenemos:
|A|x+0y+0z=|A4,]
Puesto que |A|# 0, podemos despejar la x, y obtenemos:
14,
4]

Para despejar la y habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3) por 4,,, 4,,, A5,
respectivamente. Y analogamente procederiamos para despejar z, obteniéndose:

14, 4]

, <
|4l |4l
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1. Halla los valores de las incégnitas en los siguientes sistemas de ecuaciones:

x— y+3z=1 x— y+3z=1
a)3x— y+2z=3 b){3x— y+2z=3
—-2y+72z=0 -2y +7z=10

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



a) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3; A=|3 -1 2 A'=|3 -1 2| 3
- 2y+7z=0 0 -2 7 0o -2 7 0

Calculamos el rango de A:

‘(1):;’=—2¢0y |A|=0 — ran(A) =2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (a12?yla3?columna son iguales) — ran (A" =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2% ecuacion:

xX—y+3z=1 x—y=1—32%x=y+1—32=1+£

2
7z
=2y +7z=0 =2y =-7z V=5
Solucion: x=1+A, y=7\, z=2A
b)) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=(3 -1 2 A'=[3 -1 2|3
-2y +7z=10 0 -2 7 0 -2 7 110

Sabemos, por el apartado a), que ran (4) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3[=20#0 — ran(A') =3 #ran(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.

2. Resuelve estos sistemas de ecuaciones:

x+$+zzg 3x+4y= 4
DY L a4 b) §x+6yi2i
S5x—y+z=06 —2x+ 3y =
a) x+y =3 1 1 0 1 1 0 3
y+z=5 _[o 1 1 ,_10 1 1 5
X +z=4 4 1 0 1 4 1 0 1 4
Sx—y+z=6 5 -1 1 5 -1 116
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Como =2#0 — ran(4) =3

—_ O =

1
1
0

[ )

Calculamos el rango de A"
|[A|=0 — ran(4") =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-
tima ecuacion y aplicar la regla de Cramer:

3 1 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4
x:#:é:l, =1—41=i=2;z=L=£=3
2 2 2 2 2 2
Solucion: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y= 4 3 4 3 4 4
2x+6y=23 ¢ A=[2 6 A'=[2 6 |23
2x+3y= 1 -2 3 -2 3 1

Como |A'| =-309 #0, entonces ran (A") =3 # ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

3x—5y+z=0 x— y— z=0
a)] x—2y+z=0 b)ix+ y+3z=0
x+ y =0 x—=5y-9z=0

x+11ly—4z=0
2x+ 4y+ z=0
x+ y—-2z=0
2x—16y +52z=0

x+y+5z =0
d 4 3x—y -2t=0
x—-y+ z— t=0

<)

aA)3x-5+2=0 3 5 1
xX—-2y+2=0 |A]=11 =2 1| =-5#0
x+ y =0 1 1 0

Por tanto, ran (A) = 3 = n?incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

b) x- y— z=0 1 -1 -1
X+ p+32=0 |[Al=11 1 3|=0
X=5y-92=0 1 5 9
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Seleccionamos el menor

1 _11‘ =2#0 = ran(4) =2
Podemos suprimir la 32 ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

X-y=z } X =z } Solucion: x=-\, y=-2\, z=A7A
x+y=-3z | y=-2z

¢ x+1ly—4z=0

2x+ 4y+ z=0 Lo
V -2 4 1| =-18 = ran (A = 3 = n®de incognitas
x+ y—-2z=0 1 1 -

2x— 16y +52=0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

d x+ypy+52 =0 11 5 0
3x—y —-2t=0 A=13 -1 0 —2)
X—y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0|=-14#20 = ran(4) =3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al 22 miembro:

0 1 5
B 2t -1 0
33323”2;2[ P L N/ A
X—y+ z=t —14 14 2
1 0 5 1 1 0
3 2t 0 3 -1 2t
1 ¢ 1 7t —t 1 -1 ¢ 0
= - =7 = = - =" =90
Y —14 -14 27 < —14 14
Solucion: x=A, y=-A, z=0, 1=2A
2. Resuelve:
x—=2y+3z=0 x +3z =0
y+ z=0 y— t=0
) x—=3y+2z=0 b) x+ y+ 2t=0
—x + 5y =0 2x+2y+3z+ t=0
a) x—-2y+3z2=0 1 -2 3
y+z=0[ ,_[o 1 1
xX—-3y+2z=0 1 3 2
-+ 5y =0 -1 5 0
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Calculamos el rango de A:

1 2 1 -2 3 1 -2 3
‘O 1’=1¢0; 0 1 1|=0; 0O 1 1]=0
1 -3 2 -1 5

Por tanto, ran (A) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de las dos dltimas ecuaciones y pasar la z al
22 miembro:

x—2y=-3z =3z + 2y =-3z-2z=-52
=—z =—z

Solucion: x=-5\, y=-A, z=2A

b) x +3z =0 1 0 3, 0
y- 1=0 o1 01 _
X+ y+ 20=0 A 1 1 01 27 [4]=0
2x+2y+3z+ (=0 2 2 3 1
1 0 3
0 1 0|=-3#0 — ran(A) =3 < n?incognitas
1 1 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
4% ecuacion y pasar la ¢ al 22 miembro:

-x 3t
- =0 =—=—=-=1
X 3z z 3 3
Y =1 y=t
X+ Yy = -2t xX=-20—-y==-20—-1=-3

Solucion: x=-3\, y=A, z=A, t=2A
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1. Discute y resuelve:

x+ y+taz= 0 x+ y= R
a)jax— y =-1 b) { kx— y=13
x+4y+6z2= 0 5x+3y=16
A x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 al o0
ax— 'y =-1 A=|a -1 0] A'=|la -1 0 —1)
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610

N
I+
|5
+
O
[
N
I+
ﬁ
Do
—_
N
+
—_
—
Q
1

|A|=4a’-5a-6=0 — a-=

Q
Il
| Do
INHN
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e Si a=2, queda:

1 1.2 0 11
A=12 110 | 41 ‘2_1‘=—3¢0—>mn(A)=2
1 4 610
L ———
A 1 1 0
2 -1 -1 =320 = ran(A") =3 #ran (4
1 4 0
El sistema es incompatible.
*Si a=-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1 1
'=(-3/4 -1 0 -1 ‘_3/4 _1‘=_T¢O—>mn(A)=2
1 4 06 0
ﬁf—/
A 1 1 0
=3/4 -1 1| =320 — ran(4’) =3 #ran (A
1 4 0

El sistema es incompatible.

eSi a#2y a#-3/4 — ran(A) = ran (4A") = n®incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0O 1 a

1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
_lo 4 6l _ 6 — 4a 1 0 6 a-6

4a%-5a -6 4&12—561—6; Vo 4a2—5a—6=4a2—5a—6;

1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3

T 4 —5a-6 4d2-5a-6

Solucion: x= —2=4a , y= 2-6 , Z= 5
4a* - 5a -6 4a* - 5a -6 4a’ - 5a -6
b x+ y= &k 1 1 k
k- y=13 ¢ A'=|k -1 | 13
5x+ 3y =16 5 3 116
[ —
A
k=2
N a2 _ _n+N121-120 111
|A'| = 3k*—11k+10=0 — k c Z \]F%
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eSi k=2 queda:

1 1] 2
A=12 -1 13 ’ L ‘ =-3#0 — ran (4 = ran (4" = 2 = n®incognitas
77777 5 2 -1
5 3 |16
——

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

2§iii?3} Sumando: 3x =15 — x=5; y=2-x=2-5=-3

Solucion: x =5, y=-3

*Si k=5/3, queda:

A=15/3 -1 13

5 3 16

|

A

1 1 5/3)

‘ 5}3 —11 ‘ - ? 20 = ran(A4) = ran (4') = 2 = n® incognitas

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

5
x+y=+
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
_5 .5 11 _-23
VT3 YT T TG
Solucion: le—zl, y:%

eSi k22 y k+#5/3 — ran(A'") =3 # ran (A), el sistema es incompatible.

2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

. CJ@a-Dx+ y=0
ciones: {(a—l)x+(a+1)y=0
(a—Dx+ =0 A=(6l—1 1
(a-—Dx+@+Dy=0 a—1 a+1
11 _—a=0
A =(a—1)‘ ‘=(a—1)(a+1—1)=a(a—1)=0
4] 1 a+1 \a=1
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eSi a=0, queda:

—x+y=0

} y =x. Sistema compatible indeterminado.
—-x+y=0

Solucion: x=A y=»A
eSi a=1, queda:
y=0 Sistema compatible indeterminado.
2y=0
Solucion: x=A, y=0

eSia#20y a+1 — ran(A) =2

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y =10
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1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

1 -1 -1 2 1
T 5=(1 %)

Calculamos la inversa de la matriz A:

|[A|=-1#0 — existe A7

o, ——— AdjD) ——— (Adj ) —— |IlT|(Ad]'(A))Z
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 3 15 8 3
8 -5 3| =[-8 -5 3 ->|1-9 -5 2=>(9 5 2
-3 2 -1 -3 -2 -1 -5 3 -1 5 3 1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3#0 — existe B!
0, —— AdjB —— (AdjB) —s l%ﬂ(Adj(B))’

2 -1 21 (-2 1)
_’(1 2)*(—1 2)%?(—1 2)‘3

2. Calcula la inversa de estas matrices:

1 2 -3 -2 1100
01 2 0 0110
A4=19 2 3 1 B={p 011
320 1 0001
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Calculamos la inversa de la matriz A:

|A]=-8#0 — existe A7

0, —— AdjAD) —— (AdjD) —— |11{T(Aq’/ )
-5 6 3 =3 S 6 3 3 -5 6 -9 -1
-6 12 10 6 N 6 12 =10 6 N -6 12 =14 2 N
-9 14 7 1 -9 14 7 -1 3 =10 7 -1
1 2 1 -1 -1 2 -1 -1 3 6 -1 -1

5 -6 9 1
16 -12 14 2|
23l 10 7 1|74
3 6 1 1
Calculamos la inversa de la matriz B:

|[B|=1#0 — existe B!

0, —— AdjB —— (AdjB) —s l%%(Adj(B))t
1 0 0 O 1 0O 0 1 -1 1 -1
1 1 0 O N -1 1 0 0 N 0 1 -1 1 N
1 1 1 O 1 -1 1 0 0 0 1 -1
1 1 1 1 -1 1 -1 1 0 0 1

1 -1 1 -1

o 1 -1 1| .,
“lo o 1 2|78

0 0 1
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1. Expresa en forma matricial y resuelve (ten en cuenta el ejercicio 1 de la pagina
anterior):

x— y— z=6 _
a)| -« +3z=2 b){zx_zyzlz
2x+5y—-3z=0 X-a=
A x— y- z=06 1 -1 -1 x 6
—X +3z=2 -1 0 3 y1l=12
—2x+5y-32=0 -2 5 3 z 0
| — —

A - X =B

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado A7,
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15 8 3 6 106
A-X=B > X=A1-B=|9 5 2)~(2)=(64)
5 3 1 0 36

Solucion: x =106, y =64, z =36

b Zi_—ZﬁIZ} T 2) (;):(171)

—_ = =
B - X = C

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado B~

e menten 2 () 23
B X=C > X=B 63(_12 U 5 1is) = (s

Solucion: x=1, y=-5

2. Expresa en forma matricial y resuelve:

x—2y-3z—t=19 x+y =5
y+2z =12 y+z =-1
) 2y+3z+t=16 b) z+it= 4
3x—2y +t=5 t= 2
a) x—-2y—-3z—-t=19 1 2 3 -1 X 19
y+2z =12 01 2 0 y|_|12
2y+3z+1=16 0 2 3 1 z 16
3x — 2y +1=5 3 2 0 1 t 5
| — —— ——
A X = B
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-5#0 — existe A7
- 0 -5 0
a_-1(-6 3 8 2
A 513 4 4 -1
3 6 -1 -1
A-X=B - X=4"1-B=-1
- 0 -5 0 19 =175 35
_-1|-6 3 -8 2| |12|_ -1 |-196|_| (196/5
513 4 4 -1 16 5 68 —(08/5)
3 6 -1 -1 5 108 —(108/5)
. 196 68 108
S l s = 5, = —, =—-—, l=—-——
olucion: x =35, y 5 z 5 5
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b)x+y =5 1 1 0 O X 5
y+z =-1 0O 1 1 0 yi|i_| -1
z+t= 0o 0 1 1 z 4

t= 0O 0 0 1 t 2
_— [—— ——

B X =

1 -1 1 -1 5 8
_ o 1 -1 1 -1 -3

X = =p1l.c= =
B-X=C = X=8B c 0 0 1 -1 4 5
0O 0 0 1 2 2

Solucion: x=8, y=-3, z=2 1=2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Escribe en forma matricial los siguientes sistemas:

x+y—z=1
y xX— yt+tz—t=2

2 +z=-1
a) i_w; 5 b) 3y +i=1
2y—z= 0 2x+ y —-t=0
; (1) _11 x 11 1 -1 1 -1\[¥ 2
a) yl=1" mlo 3 o 1||Y]|=[1
R P 2 21 0 1/|* 0
0 2 -1 0 t

2 Escribe en la forma habitual estos sistemas:

x 1 1 4
oft 32006 vl A
z 2 1) 1
=4
a)x+3y+22=4} lj)giii:()
x— y—- z=0 2x—y=1
0 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:
x— y=06 x+ y— z=-2 2x +3y—z=3
a)q4x+ y=-1 b)|2x—- y-3z=-3 )y —-x—-5y+z=0
5x +2y=-5 x—2y—-2z= 0 3x+ y—z=6
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x+ y+ z= 2

xX—y—2z=2 2y —Tz= 0 x+3y+ z=-1
d) 2x+y+3z=1 e) X $+7§=—1 )y x—y- z=-1
3x *z=3 2x+ 3y =0 Zxt y+3z=5
a) X - y= 6 1 -1 6 1 -1
dc+ y=-1p A'={4_1; -1| Como ‘4 1 ’=5¢0 v la1=0
S5x+ 2y =-5 5 2 -5
——
A

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 2

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
tercera ecuacion:

x—-y= 06 } Sumando: 5x =5 — x=1 } Solucion: (1, -5)

dx+y=-1| y=-1-4dx=-1-4=-5
b)) x+ y— z=-2 1 1,11 =2
22— y-3z=-3 A'={2 -11 -3 | 3|
x—-2y—-2z=0 1 -2 -2 0
|
A
1 1
Tenemos que |A|=0 y que ) _1’=—3¢0 - ran (A) =2
1 1 2
Como (2 -1 3|=-3#0 — ranA)=2#ran(4) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

o) 2x+3y—-z=3 2 3= 3
X -5p+z=0p A=[-1 51 |0
3x+ y—-z=0 31116

\—,—/
A

Como |A|=0 vy ‘_21 _35 ‘ =-7#0, tenemos que ran (A) = 2.

2 3 3
Ademads, |-1 =5 0 | =0. Luego ran (A") = 2 = ran (A) < n®incognitas.
31 6

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la tercera ecuacion:

2x+ 3y—-2z=3 2x—z=3-3y Sumando: x =3 + 2y
_x—5y+Z=O —.X'+Z=Sy Z=Sy+x=5y+3+2y=5+7y

Soluciones: x=3+2\, y=A z=3+7A
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d) x-—y-2z=2 1 -1 2|2
2+y+3z=1p 4'=|2 1.3 |1
3x + z=3 3 001 13

A

Como |A|=0y ‘; (1)‘ =-3#0, tenemos que ran (4) = 2.

1 -1 2
Ademds, |2 1 1| =0. Luego, ran (A") =2 = ran (A) < n®incognitas.
3 0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion:

2x+y+5z=1}2x+y=1—52 . 3 =1_€
3x 4 zZ=3]3x =3-z% y=1—3z—2x=—1—%z

Hacemos z = 3\

Soluciones: x=1-A, y=-1-7A, z =3\

e) x+ y+ z= 2 11 1] 2
x=2y=72= 0|, |1 -2-7]0
y+ z=-1 01 11 -
2x + 3y -0 23 01 0
A
1 1 1
Como |1 -2 7| =5=#01y |A4'|=0,
01 1

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o 2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0 -1 1 _
PR L R VO L L
5 5 5 5
1 1 2
1 -2 0
0o 1 -1
PO L S R R
5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1
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H x+3y+ z=-1 1 3 1 |-1
x— y— z=-1,A4A'=(1 -1 -1|-1
2x+ y+3z= 5 21 315
[ —
A
Como |A|=-14 # 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n? incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cra-

mer:
-1 3 1 1 -1 1
-1 -1 -1 1 -1 -1
1
x=1> L3t 0 o, 125 31 14
14 —14 —14 -14
1 3 -1
1 -1 -1
2 1 _
z = —5 = ﬁ =2
14 -14

Solucion: x=0, y=-1, z=2

o Resuelve los siguientes sistemas aplicando la regla de Cramer:

= x+y-z=1 3x— y = 2
a){§x+1§y;li b)) x—-y+z=1 Ai2x+ y+ z= 0
7 —x+ty+z=1 3y+2z=-1
2x+ y+ z=-2 x+y—z+t=1 .
—X— y+ z=-3 z—1=0 xty+z—t=
a) 8x+ 14y = 2 A’=( 14 2) S || = -82%0
3x— Sy=11 3 5 11
‘2 14 ‘8 2‘
-5 -164 3 11 82
- = =% = = =-1
—82 -82 -82 -82
Solucion: x =2, y=-1
b)) x+y—-z=1 1 -11]1
xX-y+z=1; A'= -1 1 |1 - |4]|=-4=#0
—x+y+z=1 -11 1|1
—_—
A
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1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1
X=—-=—=1; =—=i=1,
—4 -4 —4
1 1 1
1 -1
-1 1 1 4
z=——=—=1
—4 -4
Solucion: x=1, y=1, z=1
o) 3x—y = 2 3 -1 0 2
2x+ y+ z= 0, A'=|12 1 1 0| - |4]=1=0
3y + 2z =-1 0 3 2 |-
_——
A
2 -1 0 3 2 0
0o 1 1 2 0 1
-1 2 - 0o -1 2 _
X = 3 :_1__1;_)/: :_5:_57
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
Z=3—=1=7
1
Solucion: x=-1, y=-5 z=7
dD2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
xX—-2y—-3z= 1, A=(1 -2 3 1] > |A4]=-11#0
-Xx—- y+ z=-3 -1 -1 1 -3
[
A
-2 1 1 2 2 1
1 -2 -3 1 1 3
-3 -1 1 11 -1 =3 1 -22
X=—=-—"=-1, y= — = = =2
-11 -11 -11 11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 -
Z=—3=£=_2
~11 -11

Solucion: x=-1, y=2, z=-2
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e)x+y—z+1=1

1 1 -1 1 1 11 -1
x—y —-1=2; A=|1 -1 Oi—l 2|. Tenemos que |1 -1 O | =-2=#0.
z—1t=0 00 1:-110 00 1
lninlnialpiala
A
1-¢+ 1 -1 1 1-¢ -1
2+t -1 0 1 2+t O
= t 0 1 33—t _3+1¢t, _ 0 t 1 _ 1+t _ -1-1¢
-2 -2 2 -2 -2 2
1 1 1-1¢
1 -1 2+1¢
0 0 t - -1-
=—=ﬁ=t. Soluciones: (M, 1 7”,7», k)
-2 -2 2
Dx—y—z+i=4|x-y=4+z-1 ‘1 _1‘=2¢O
X+y+z—t=2|x+y=2—-z+1 1 1
‘4+z—t —1‘ ’1 4+z—t‘
2—z+1 1 1 2—z+1 22—
S B B S el 2oz o,
2 2 2 2

Soluciones: x=3, y=-1-A+U, z=A, =0

5 Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

121 210
A=010) B=013)
203 211
121
[A]=1]0 1 0|=1#0 — Existe A™
2.0 3

o, — Adj) ——— AdjWD) ——— A= L(Adj(A))z

4]
30 -2 3.0 =2 3 -6 -1 3 61
(61—4)—>(414)—>(010)—>(010

-1 0 1 -1 0 1 -2 4 1 -2 4 1

= 41

|B| = =2#0 — Existe B!

O N
— e

0
3
1

o, —— Adj(B) ——— (Adj (B)) ——— B'= |;?|(Adj(8))z

-2 -6 2 -2 6 2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
(120)—)(—120)—)(62—6)—)(31—3

= B!
3 6 2 3 6 2 -2 0 2 -1 0 1
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o Estudia y resuelve los sistemas, cuando sea posible:

3x+y—z=0 x-2y+ z=-2
Ay x+y+z=0 b){ 2x+ y+ z=-2
y-—z=1 x+ y—2z=-2
x+2y+ z =0 x+y =5
—x+4y +3z+ 2= +z=
ol 4y + 3z +2t=0 ol * z=06
x+7y+7z+4t=0 y+z=17
2x +2z+ t=0 2x+y +z =11
aA)3x+y—z=0 31 -11]0
x+y+z=0,4'=11 1 1 0
y—z=1 01 -111
%,—/
A
Como |A|=-6# 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n® incognitas = 3. El
sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cra-
mer.
0o 1 -1 3 0 -1
o 1 1 1 0 1
1 1 -1 2 -1 0o 1 -1 —4 2
X=—————— ===y = — = =
-6 -6 3 -6 -6 3
3 1 0
1 1 O
1 1 2 -1
= - -l & 1
-6 -6 3
Solucion: x=_—1, y=£, »==L
3 3 3
b) x-2y+ z=-2 1 211 | =2
2x+ y+ z=20A=|=2 111 |=2
X+ y—2z=-2 1 1 -2 =2
|
A
1 -2
Como ‘_2 1 ‘=—3 y |A]=0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -2 =2
Ademas, [-2 1 -2| =18 #0. Luego, ran (A) =3 #ran (A) = 2.
1 1 =2

Por tanto, el sistema es incompatible.
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Q) x+2p+ z =0
X+ 4y +3z2+2t=0

X+ Tyt Tzt 4=0 Es un sistema homogéneo.

2x +2z+ =0
1 2 1,0
-1 4 302 o
=175 5% |4'| =0
20 21
|
A
1 21
-1 4 3|=16#0 — vran (A = 3. Es compatible indeterminado.
17 7
Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacion y pasar la ¢ al 2° miem-
bro. Asi:
0 2 1 1 0 1
=2t 4 3 -1 -2t 3
-4t 7 7 6t 3¢ 1 —4r 7 4¢ t
X=— = — == y=— = =
16 16 8 16 16 4
1 2 0
-1 4 -2t
1 —4t - _ —
z = / G l. Soluciones: (ék, l?», —7l, k)
16 16 8 8 4 8
d x+y =5 1 1 0, 5
x +z=0 |l 01 i 6
y+z=7 0 1 1! 7
2x+y+z=11 2 1 1 11
| ——
A
110
Tenemos que [A'|=0y [1 0 1|=-2#0.
011

Luego, ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es compatible deter-
minado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4% ecuacion:

5 1 1 5 0
6 0 1 1 6 1
O A S A 6 R I
-2 -2 -2 -2
1 1 5
1 0 6
1 _
Z=—7=—§=4. Solucion: x =2, y=3, z=4
) -
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7 Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

9x+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a){ 12x—-3y—-2z=0 b)
x—2y+ z=0

x+2y-2z=0
a) x+ y—- z=0 x+ y— z=0 1 1/-1
120 — 3y -22=0 X-2p+ z=0¢ A=[1 211
x-2y+ z=0] 12x-3y—-2z=0 12 -3 -2
1 -2
Como |A|=0y 51 = -3 %0, entonces, ran (A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 3% ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

‘Z 1’ ‘l Z‘
x+y=z} =z 2z oz A1 =zl 22 2z
X=————= ==y y=— == ="=
X—2y=-z =3 3 3 -3 -3 3
Soluciones: (&, ﬁ, 7»)
3 3
b) 9x + 3y + 2z2=0 9 3 2
3x—- y+ z=0 4= 3 -1 13
8x+ y+4z=0 8 1 4!
x+2y-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Como |3 -1 1| =-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n?incognitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

8 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

2x+y =2 x+ y—z= 3

a) y+3z=0 b){2x+ y+ z=-2

2x+y+ z=2 x—-2y-3z= 1
a)2x+y =2|(2 1 0 X 2
y+3z=0 (0 1 3 y =(0)
2x+y+ z=2]1\2 1 1 z 2
—— —— ——
A - X =B
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|A]=2#0 — Existe A™'. La calculamos:

0, —— AdjD —— (Adj(D) —— A= |jT|(Adj<A))f
2 6 2 2 6 -2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0|l —>|-12 0|—=>[6 2 -6|—>1(3 1 3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
Luego:
A-X=B — A'-4-X=4"1"-B -
-1 -1/2 3/2\ (2 1
- X=41'-B=|3 1 3|-|0|=]|0
-1 0 1 2 0
Por tanto: x=1, y=0, 2=0
b) x+ y—- z= 3 1 1 -1 X 3
2x+ y+ z=-2 21 1| |\y|=(-2
x—-2y—-3z= 1 1 -2 -3 z 1
— N—— N——
A - X = B
|A|=11#0 — Existe 47" La calculamos:
0, ——— A ——— (AdjD) —— A‘1=ﬁ(Adj(A))[
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 23| 55 23|57 23] L7 23] -a
2 3 -1 2 -3 -1 5 3 -1 Hls 3 4
Luego:

A X=B > Al1-4-X=41-B >

1 -1 5 2 3 1 11 -1
- X=A41-B=— |7 -2 3|-[-=2 =7l 2= 2
-5 3 -1 1 —22 -2
Por tanto: x=-1, y=2, z=-2
2x+3y=5
9 Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible: x+2y=1
ax+ y=3
2x+3y=5 2 3115 6 3
x+2y=1 A'=|1 21| 1|, |A|=6-T7a=0 — a=—=; ’=1¢0
e 70011 2
ax+ y=3 a 113
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Si a=—=, ran (A) =ran (A") — Sistema compatible.

Si a#—, ran (A) #ran (A") — Sistema incompatible.

o e

Pagina 120

@ Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posi-

S ble:
1 0 4 100 -11 2 2 -1 0
aXxX[(0 1 4(=|0 1 0 b3 0-1|x=|0 1 =2
-13 1 0 0 1 1 2 3 3 0 -1
2 -1 0 -1 1 2
|0 1 2]x=(3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
1 0 4 1 0 0
AX-[0 1 4/=]0 1 0
-1 3 1 0 0 1
[ —
A
Como |A|=-7#0, existe A7 vy la ecuacion tiene solucion.
X-A=1 - X A -A'=71-41 - X=47"' Hallamos A"
o, —— AdjAD) —— (Adj D) —— ﬁ

-4 4 1 -4 -4 1 1 -3 1 1 -3

1 11 12 -4

Portanto: X=—| 4 5 —4

1 -3 1
-1 1 2 2 -1 0
b3 0-1]x=[0 1 =2
1 2 3 3 0 -1
| S —

A B

Como |A]=0, no existe A7'. La ecuacion no tiene solucion.

2 -1 0 -1 1 2
ol0 1T =2]x={3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
—_ —_—
A B

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

-11 4 1 -11 4 1 -11 12 —4 -11 12 —4
12 53] 512 05 3] 5|4 5 4|l >4 o5 4

(Adj (D)
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Como |A|=4#0, existe A7! y la ecuacion tiene solucion.
A X=B — A1 A4-X=41B —» X=A4"' B Hallamos A™"
1

o, ——— AdjH) —— Adj) —— m(Adj(A)Y
-1 6 -3 -1 -6 -3 -1 -1 2 -1 -1 2
1 -2 3) N (—1 2 —3) N (—6 2 4 —>%(—6 2 4| =4t
2 —4 2 2 4 2 -3 3 2 -3 -3 2
Luego:
-1 -1 2\ (-1 1 2 0 3 5
SRR ARSI
-3 -3 2 1 2 3 -4 1 3
Por tanto:
. 0 3 5 0 3/4 5/4
X=Z422=11/2 1/2
-4 1 3 -1 1/4 3/4

PARA RESOLVER

11  Calcula la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices para aque-
S llos valores de a que sea posible:

o1 51w el

-1
611 4 ) — |A|=a?+1#0 para cualquier valor de a.

a)A=(

Luego, existe A~' para cualquier valor de a. La calculamos:

o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
a 1

(a 1)_}(01—1)_)(@ 1)_) a?+1 at+1 |

-1 a 1 a -1 a -1 a

at+1  a*+1

b)A=(? Z) — |A|=2a#0 si a#0. Soloexiste A7™' si a#0.

La calculamos en este caso:

o, —— Adj(D) —— (Adj) —— lllTl(Adj(A))’
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(a 1)_)(&1—1)_)(@—51) 2 2 _
a3 7 \-a3 13) 7L 3
2a 2a

C)A=(6l82 2) - |A|l=@-2a=#0si az0y a#2

Existe A~! solo cuando @ #0 y a # 2. La calculamos en este caso:

o; —— AdjH) —— (Adj (D) ——— ﬁ(Adj(A))’
! 0
aO) aO) aO)_}a—Z _
0 a-2 0 a-2 0 a-2 o L
a
x 10
@ Consideramos la matriz siguiente: A=|0 1 3
S x 1 1

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A™! para x = 2.

a) Existe 47! solo cuando |A|# 0.

x 1 0
01 3
x 1 1

|A|= =x#0 si x#0

Luego, existe A~' para todo x# 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2#0, luego existe A~! en este caso. La cal-

culamos:

o0, —— AdjAD —— (AdjD) —s llel(Adj )
-2 -6 -2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2

(1 2 0)%(—1 2 O)—>(6 2—6)—)(3 1 3 |=4"
3 6 2 3 6 2 -2 0 2 -1 0 1

13 Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:

S

mx+y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a) xX+y+ z=m b) < 2x+ y+mz=m
xX—y+mz=2 x+my+ z=1
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X+ 2y+3z=0 xX+my+z=4

A x+my+ z=0 ) x+3p+z=5
2x + 3y +4z=2 mx+ y+z=4
x+ 2z= 3
A+m)x + y+ z=1
+ + =-1
e) 3x Zy_ §=_2 ) x+((+my + z=m
Y X+ y+Q+rmz=m?

xX— y+mz=-5

A mx+y+ z=4 m 1 1 4
x+y+ z=m  A'=|1 1 1 m
X—y+mz=2 1 -1 m | 2

%\/—/
A
m= 1

— 2 -
Al =m?-1=0<_,  _ |

eSi m=1, queda:

A= 1 1 1 f):] Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 112

e Si m=-1, queda:

-1 1 11| 4
A'=11 1 1/]-1 ]Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 -1] 2

eSim#1ly m#-1 — ran(A) =ran (A" = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

b) x+ y+ zZz=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
N
A
—3+3Y9 — _ m=1
Al =—m?+3m—-2-0 — m=- 2:Y9=8_ Bl _—

) o T m=2

eSi m=1, queda:

11 110
A'=12 1 1|1 :| Contradictorias — El sistema es incompatible.
1 1 111

e Si m=2 queda:

1 1.1 1
A=[2 1.2 2). Las columnas 12, 3* y 4% son iguales.
1 21711
\—V—J
A

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Como ! ‘ =-120 — ran(4) =ran (A = 2 < n®incognitas

i

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#1y m#2 — ran (A =ran (A") = n®incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

) x+ 2y+3z=0 1 2 3|0
x+my+ z=0, A'=|1 m 1|0
2x + 3y + 4z =2 2 3 4|2
[ —
A
|A|=-2m+2=0 —> m=1
eSi m=1, queda:
1 2:3]0 1 2 1 2 0
A=1 1.1 O.(bmo‘l 1‘=—1y 1 1 0f==2%0,
2 3 4|2 2 3 2

entonces: ran (A) =2 # ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema compatible

determinado.
D x+my+z=4 1 m 1|4
X + 3y+z=5 A=(1 3 1 5
mx+ y+z=4 m 1 1| 4
[ —
A
- =3
|A|=m?—4m+3=0 — m=4i\/@=4i2ﬂ=4§2<2=1

*Si m=3, queda:

A= 1 g 1 2 :| Contradictorias —  Sistema incompatible.
31 11 4

eSi m=1, queda:

1 1114
A'=|1 3.1 | 5| Lal®yla 3 fila son iguales.
1 1 11 4
ﬁ_—/
A

11
Ademas, ‘ 1 3‘ =2#0. Luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n® incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#3y m#l — ran (A =ran (A) = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.
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e) x + 2z= 3 1 0 21| 3
Ax + o+ z=-=1 Al = 3 1 13 -1
2y—- z=-2 0 2 -1j] =2
x— y+mz=-5 1 -1 m | -5
| —
A
10 2 3 L 10 2 3
B 3 1 1 -1 2231 0 1 -5 =10 _
[4l=10 2 -1 2|~ 5 0 2 -1 —=2|°
1 -1 m -5 A= 0 -1 m-2 -8
FILAS
1 -5 =10 1 1 -5 =10
= 2 -1 2 | = 22-2-12 0 9 18 | =
-1 m-2 -8 32+ 1% 0 m-7 -18
25 a2, 4o
o g =18 g | = 18C9-m D)
=18(-m-2)=0 —> m=-2
1 0 2
Ademas, (3 1 1|=920 — ran(4) =3
0o 2 -1

°Si m=-2 — ran (A = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compa-
tible determinado.

eSi m#-2 — ran (A) =4 #ran (A) = 3. Sistema incompatible.

) (1 +mx+ Y+ z=1 1+ m 1 1 1
x+ (1 +my+ z=m ; A'=| 1 1+m 1 m
X+ y+ (1 +mz=m? 1 1 1+m | m?

A

=0
|A|=m3+3m2=m2(m+3)=0<zz=_3
1
0
0

El sistema es incompatible. (La 1* ecuacién contradice las otras).

e Si m=0, queda:

1 11
11
11

A=

1
1

*Si m=-3, queda:

-2 1.1 1
a=l1 21|33
1 1 =2 9
R
A
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1

Como ’_1 _2’=3¢0 — ran(4) =2
-2 1 1

Ademas, |1 -2 3| =21#20 — ran(4) =3
1 1 9

Luego el sistema es incompatible.

eSim#0y m#-3 — ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es
compatible determinado.

14 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

2x—- y+ z=0 x+y+ z=0
a)] x+2y-3z=0 b){ ax +2z=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0

ax+ y— z=0 3x+3y— z=0
Ay x+ 2+ z=0 dJ4x+2y—az=0

3x+ 10y +4z=0 3x+4y+6z2=0
a) 2x— y+ z=0 2 —13 1

X+2y-3z2=0;, A=(1 23

3x—4y—az=0 3 4 —a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

|A]==5a-25=0 — a=-5

-1

’1 2’=5¢0 — ran (A) = ran (4") = 2

eSi a=-5 — Como
El sistema es compatible indeterminado.

eSi a#-5 — Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).

b) x+y+ z=0 1.1 1
ax  +22=0¢ A'=|la 0 2
2x—y+az=0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4A) = ran (A").

1+V1+24 _1+5 _—a=-3
2 T TT——a= 2

|A|=-a’-a+6=0 — a-=

1 1
eSia=-3 0a=2 — Como‘O 2‘=2¢O — ran (A) = ran (A" = 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSia+-3yaz#x2 — ran(A) =ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).
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oax+ y— z=0
x+ 2+ z=0; A'=
3x + 10y + 4z =0

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").
|A]=—2a-5=0 — a=_—25

°Sia=—% — Como B 1‘=3¢0 — ran (A) =ran (A") =2

El sistema es compatible indeterminado.

eSi a ;t—% — ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).
d3x+3y— z=0 3 33—1

dx+2p+az=0p, A'=|4 2 -a

3Bx+ 4y +06z=0 3 4 6

|A|=3a-46=0 — a=45—6

OSia=4—36 —  Como ‘2 2’=—6¢O — ran (A) =ran (A") = 2

El sistema es compatible indeterminado.

46

eSi a+ 3 —  ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).

@ Determina los valores de m para los cuales son incompatibles estos sistemas:

S mx—y— z=m (m+1D)x+ y+ =z=3
A x—y+mz=m b) x+ 2y+mz=4
x+y+ =-1 x+my+ 2z=2
2x + y— z=m—4
©) (m-6)y+3z=0
(m+1)x+ 2y =3
A mMx—y— z=m m -1 -1 | m
X—y+mz=m , A'=(1 -1 m | m
x+y+ =-1 1 1 1 -
—_—
A
Al =-m?-2m—-1=-(m+1?=0 - m=-1

e Si m=-1, queda:

-1 -1 -1 | -1
A=11 -1 -1 | -1 :| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 1 -1
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e Si m#-1, es compatible determinado, pues ran (4) = ran (A4") = 3.

e Por tanto, solo es incompatible para m = -1.

by(m+Dx+ y+ =z=3 m+1 1 1 3

X+ 2p+mz=4; A= 1 2 m | 4

X+ my+ 2z=2 1 m 2 2

| S
A
m= 0
|A|=—m3—m2+6m=—m(m—2)(m+3)=0<m= 2
m=-3
e Si m=0, queda:

1 11113 11 1 1 3
A'={1 210 | 4| Como ‘1 2’=1y 1 2 4| =0,

1 0 212 1 0 2

A

entonces: ran (A) = ran (A") =2 — Compatible indeterminado.

e Si m=2 queda:

31 1/3
=
4 i ; ; ; :| Contradictorias —  Sistema incompatible.

e Si m=-3, queda:

-2 111 |3 51 -2 13
A'=11 2,-3 | 4| Como ‘ 1 2‘=—5 y |1 2 4| =-45,
1 -3 2 |2 1 32

A

entonces: ran (A) =2#ran(A') =3 — Sistema incompatible.

°Si m#0, m#2 y m#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (A") = 3.

Por tanto, es incompatible para m =2 y para m = 3.

19} 2x + y— z=m-4 2 1 -1 | m-4
(m—-06)y+3z=0 A= 0 m-6 3 0
(m + Dx + 2y =3 m+1 2 0 3
A
_ ) _ _2xV4+60 _2+8 __—m=5
|[A|=m?*-2m-15=0 — m 5 5 =3
e Si m=5 queda:
2 1,-111 2 2 1 1
A’={0 -113 | 0] Como ‘0 _1‘=—2¢0 y [0 -1 0of =0,
6 2 013 6 2 3
A

entonces ran (A) = ran (A") = 2; el sistema es compatible indeterminacdo.
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*Si m=-3, queda:

2 13—1 -7 > 1 2 1 =7
A'=10 93 O). Como ‘O _9‘ =-18y |0 9 0]|=72
-2 2 01 3 -2 2 3
A

entonces ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSi m#5 y m=#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (A") = 3.

Por tanto, es incompatible solo para m = —3.

16 ¢Existe algin valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solucio-
S nes?

3x—2y—3z= 2 x+ y+ z=a-1 (a+Dx+2y+z=a+3
a){ 2x+ay-5z=—4 b){2x+ y+az=a (9] ax+ 'y =a
x+ y+2z= 2 xtay + z=1 ax+3y+z=a+2
a)dx—2y—-3z= 2 3 2 3 2
2x +ay—-5z=-4; A'=|(2 a -5 —4)
X+ y+2z= 12 1 1 2 2
N
A

|A|=9a+27=0 — a=-3

*Si a=-3, queda:

3 2 3] 2
A’—(2L5 -5 —4)
1 1 2 2
3 2 3 -2 2
Como ‘ ‘ =5y |2 -3 —4| =20, entonces:
23 1 1 2

ran (A) = 2 #ran (A’) =3 — El sistema es incompatible.

eSia=-3 — ran(4d =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ninglin valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.

b) x+ y+ z=a-1
2x+ y+taz=a A=

111 a-—1
21 a a
x+ay+ z=1 1 a 1

1

[
A

3+V9-8 3+1 _—a=1
) T3 TT—a=2

|A|=-a*+3a-2=0 — a=
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eSi a=1, queda:

1 1 11]0
A=[2 1 1 1):| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 111

e Si a=2, queda:

1 1.1 1 11
A'=(2 11" 2 | 2] Las columnas 12 3% y 42 son iguales, y ‘ ‘=—1¢O;
£-2o 2 1
1 2 111
[ ——
A

luego, ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indeterminacdo.

eSiaz#lya#2 — ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

@+ Dx+2y+z=a+3 a+1 2 1] a+3
ax+ y =a A'=| a 1 0 a
ax+3y+z=a+?2 a 3 1] a+2

|
A
|[A|]=a+1=0 — a=-1
eSi a=-1, queda:
0 211/ 2
A'=|-1 110 | -1| La primera fila es la tercera menos la segunda.
-1 3 111
0 2
11 =2 #0; luego, ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado.

eSiax-1 — ran(A =ran (A") =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = —1.

17 Discute y resuelve segiin los valores de m: { "% * y=2-2m
S x+my=m-—1

x+my=m-1 1 m m—1
——

A

mx + y=2—2m}A,=(m 1 2—2m)

o B m= 1
|A|—m —1—O\m:_1
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eSi m=1, queda:
11 0 . ) . .
A= 11 0 El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x+y=0 — y=x Soluciones: x=MXL, y=-A

e Si m=-1, queda:

1 1 4 . . . . . .
A= ( 1 1 2) Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Simz#ly m#-1 — ran(A) =ran (A") = n®incognitas = 2. El sistema es com-
patible determinado. Lo resolvemos:

2-2m 1
e m—-1 m =_2m2+m+1=(_2m—1)(m—1)=—2m—1
mz— 1 m?—1 (m+ Dlm -1 m+ 1
m  2-2m
L m=11 mP+m-2 _(m+2(m-1 _m+2
Y m?— 1 m? -1 m+Dm-1 m+1
2m-1 __m+2

Solucion: x = =

)

m+ 1 m+ 1

@ Resuelve la ecuacion A X B = C siendo:
S 3 2) 2 3)

A=(4 3 1 2

o

-fi ]

11

& Multiplica C por A~ por la izquierday por B! por la derecha.

AXB=C — A1 A-X-B-B'=A41-C-B' - X=41-C B!

Calculamos A7 y B1(J4|=1vy |B|=1 — existen 4! y B™:

o, —— Adj() ——s (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
ey e ey R Ry B

0, — Adj(B) ——— (Adj(B) —> ﬁ(Ad/(B))f

(; ;) - (—25 _21) - (—21 _25) - (—21 _23)=B_1

Por tanto:

X=A_1‘C'B_l=(—54 _52)(1 i)(—21 _23)=(—11 —11)(—21 _23)=(—11 _11)
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Pagina 121

19 Dada A=(

2 3 11
S )

1 2 23

& Multiplica dos veces por A~l, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

), halla una matriz X talque A XA = (

Calculamos A7' (|JA|=1#0 — existe A™):

1

o —— A ——— (AdjD) —— m(Adj(A))’
21 2 -1 2 -3 (2 —3)= )
(3 2)*(—5 2)%(—1 2)_’ 274
Por tanto:
(11 oo (U1 (2 -3 (1 1) (2 -3)_
‘“‘1‘(2 3) - X=4 (2 3) A (—1 2) (2 5) (—1 2)
=(—4 —7)‘(2 —3)=(—1 —2)
3 5 -1 2 1 1
20 Dadas las matrices:

20 1 5 1 12 9 3
A=(1 -1 5) B=_01; C=(3 4) D=(—8 17)
halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.

AB+CX=D — CX=D-AB — X=C1 - (D-4B)
e Calculamos C7'(|C|=-2#0 — existe C7):
0, —— Adj(C) —— (Adj(C) —> |17|(Adf(6>>f

43) 4 -3 (4 -2 (—2 1)_ .

(2 1 *(—2 1)_> -3 1)_> 32 -1/2)=¢

e Calculamos A4 - B:

>0 1y (2} 7 0
A'B=(1 -1 5)'(0 ;)z(—z 10)

—_

e Por tanto:

S PR I (e | Y PR B e Y Py
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1 0 2 1 0 2
21 Halla X tal que 34X =B, siendo: A=(0 1 1| B=|1 0 1
1 01 111
3AX=B — X=%A*1«B
Calculamos A7' (JA|=-1#0 — existe A™):
o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 -1 0 2
0O -1 0 -0 -1 0 11 -1 1] - |-1 1 1]=4"1
-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Por tanto:
-1 0 2 1 0 2 1 2 0 1/3 2/3 0
x=2la 1 1| |10 1]=L{1 1 0|=[1313 0
5\V1 o0 <1/ V11 1) 3011 0 -1/3 1/3
2 0 5\/x\ (-3 [4
@ Resuelve laecuacion: [ 1 1 2|y |+[ 1 |=]|-1
S a1 1)\z) 2 1
2 0 5 X 7
1 1 =2|-[y|=]|-2] Calculamos A7 (|A|=16#0 — existe 4™):
-1 1 1 z -1
%,—/ [— Lo—
A - X = B
0, —— AdjD) ——— (AdjD) ——— ﬁ(Adj(A))t
3 -1 2 301 2 35 -5 35 -5
57 2505 7 25|t 7 o9l 5Ll 7 o9]=4a
-5 =9 2 -5 9 2 2 2 2 161, 5 )
Por tanto:
3 5 -5 7 16 1
AX=B = x=atp="L|1 7 o [=2|=L]|-16]=|1
161 2 2/ \a) 10145 1
x 1
Luego, (y)= -1, esdecir: x=1, y=-1, z=1
z 1
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@ Discute y resuelve, segiin los diferentes valores del parametro a, estos sis-
§ temas de ecuaciones:

ax+7y+20z=1 x+ y+ z=1
a) ax+8y+23z=1 b) | ax =2
x —az=1 ay+2z=0

a)ax+7y+20z=1 a 7 20 |1 a= 1
ax+8y+23z=1¢ A'=|la 8 23 |1 |A|=1—a2=0<a=_1
X — az=1 1 0 —a 1

—
A

eSi a=1, queda:

1 7 20 |1
A= 71"871 23 | 1]. Observamos que la 12 y la 32 columna son iguales.
1 0 -1 11
|
A

Ademas, ‘ 1 g‘ = -8 # 0; luego, ran (A) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir
de la 12 ecuacion:

x+8y=1-23z
8y=1-23z-1-2=-24 =
X -1+ z} Y 3z z z — y=-3z

Soluciones: (1 + A, =3\, A)

*Si a=-1, queda:

1720 |1 s 171
A'=|-1 8123 1.C0m0‘1 O‘=—8¢Oy -1 8 1|=-2#0.
10,1 |1 101
[ ——
A

Luego, ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSia#1y a#x-1 — ran (A = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 7 20
1 8 23
110 —al l1-a _ 1

YT 2 T d-aG+ra 1+a
a 1 20
a 1 23

e 1 1 -a _3-3a _ 3(1 —a) _ 3

1 — a2 1-g2 A-a0+a) 1+a
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a 7 1
a 8§ 1
PO a-1 . Q- _ -
1—a? -+ A-aQ+a) 1+a
Solucion: x = — , y= 3 , z= -1
1+a 1+a 1+a
b) x+ y+ z=1 1 1 1 1
ax =2+ A'=fa 0 0 2)
ay+2z=0 0 a 2 0
N
A

_ _ /01 =0
Al =-aC-a)=0=—_  _,
eSi a=0, queda:
1 1
0 | 2| Sistema incompatible (Ia 22 ecuacion es imposible).
2 0

A=

11
0 0
0 0

eSi a=2, queda:

1 1.1 1
A= 72"QJ 0 2). La 12 y la 3 columna son iguales.
0 2 2 0
[ ——
A
P 1 1
Ademas, ‘ ) O‘ =-2#0; luego, ran (A) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir

de la 32 ecuacion:
x+y+z=1 x=1
2x =2 y=1l-x-z=-2

} Soluciones: (1, =\, N)

eSiaz0y a#2 — ran (A =ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

1 1 1 1 1 1
2 0 0 a 2 0

ool 0 oa 21 20-w_2 10 0 21 20-a0 _-2
a2 -a) —a2-a) a’ ~a2-a) ~ —aA2-a) a
1 1 1
a 0 2
0 a O —a2 - -

5= Q=D Sopucion: x= 2, y==2 z=1
a2 — a) —a(2 - a) “ “
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24 Discute el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro
S a yresuélvelo en el caso a = 2:

ax+2y+6z=0
2x +ay + 4z = 2
2x+ay+6z=a—-2

ax+ 2y +6z=20 a 2 06 0
2x+ ay + 4z = 2 A'=|2 a 4 2
2x+ay+6z=a-2 2 a 6 a-2
%,—J
A

5 /ﬂ= 2
|4|=2a*-8=0="___,_ ,
*Si a=2, queda:

212 610
A'=1212 4] 2| Lal?yla 3?fila son iguales.

22 610

[ —

A

Ademas, ‘ ; 2‘ # 0; luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos en este caso. Podemos pres-
cindir de la 32 ecuacion (puesto que es igual que la 12):

2x+2y+6z=0}x+y+3z=0}y+32=—x } ’1 3 _

-1
2x+2p+4z=2 | x+y+2z=1] py+2z=1-x 1 2
e F
1-x 2 x—3 1 1-x 1
= = =3-x z=———=—=-1
y — = 3—-x 3 =

Soluciones: x =ML, y=3-A\, z=-1

e Si a=-2 queda:

(-2 2 6] 0
A'=12 2 4| 2
2 =2 61|+
|
A
2 6 2 60
Como ’ =20y |-2 4 2 |=-128#0, entonces ran (A) =2 #ran (A" = 3.
24 2 6 4

El sistema es incompatible.

e Sia#x2y a#-2 — ran (A =ran (A) = 3 = n?incognitas. El sistema es com-
patible determinado.
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@ Averigua los valores de o para los cuales admiten infinitas soluciones los
§ sistemas siguientes. Obtén todas las soluciones e interpreta geométricamen-
te los resultados obtenidos:

x+ y+2z=3 -1
a)] x+2p+0z=5 b){ocx— y—_2 1
2x+ y—3z-4 x—0oy=20—
a) x+ y+2z=3 1 1 2 3
x+2p+0z=5;, A'=[1 2 o |5 [A]=00-9=0 — o=9
2x+ y—3z=4 21 31| 4
| S
A
eSi a0=9, queda
1 1) 2 3 1 1 1 3
A= 7173) 9 5| Como ‘1 2’ =1y |1l 2 5| =0, entonces:
21 3| 4 2 1 4
—_—
A

ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado. Lo resolvemos. Podemos prescindir de la 32 ecuacion y pasar la z al 2°

miembro:
3 -2z 1‘ ‘1 5—22’
x+ y=3-2z |  _ 5-9z 2 =1+52~y=ﬁ — 2 7
xX+2y=5-9z ’ 1

Soluciones: x=1+5\ y=2-7\ z=2»A

Geométricamente, son tres planos que se cortan en una recta.

°Si 0029 — ran (A = ran (A') = n®incognitas = 3. El sistema es compa-
tible determinado. Lo resolvemos:

3 1 2 1 3 2
5 2 o 1 5 o
4 1 = _ 2 4 - _ _
y= 31 _a 9=1;y— 31 _ 20— 18 _ 2(o 9,
-9 o -9 -9 o -9 o-9
1 1 3
1 2 5
2 1 4 0 .
z = = =0. Solucion: x=1, y=2, z=0
-9 -9

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 2, 0).

b)ox— y=1 A,=(0C —1‘ 1 )
x—oy=20-1 1 —-o | 20-1
—
A

a=1
A=+ 1=0="" _
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eSi a=1, queda:
1 -1 1 , . .
A= 1 1 1) Compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—-y=1 — x=1+y Soluciones: x=1+A, y=A»\

Geométricamente son rectas coincidentes (se trata de la misma recta).
*Si o=-1, queda:
, 1 -1 1 . S . ) .
A= 11 -3/ Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

Geométricamente, son dos rectas paralelas.

eSiazly ax-1 — ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 2. El sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

-
X = 200-1 -« _ oa-—1 _ —(1-0) _
1 — o2 A-d+0) A-o1+a 1+a
5 el
11 20-1] _ (@-DQo+ D _ 201
g 1- a2 I-0l+0 o+l
Solucion: x = -1 Sy = 20— 1
1+o o+1

Geométricamente son dos rectas que se cortan en un punto.

26 Discute la compatibilidad del siguiente sistema segiin los diversos valores de
S A yresuélvelo para A =-1 y para A =2:

—x+Ay+ 2z=1L
2x +Ay— z=2
Ax — y+2z=7

X+ Ay +2z=0L -1 A 2| A
2x+Ay— z=2A'=({2 A -1 2
Ax— y+2z=0L A -1 2| A
| —
A

|A| =30 —0Ah-3=-3A+1D?*=0 — A=-1

e Si A=-1, queda:
-1 -1 2 | -1
A'=|2 —1/-1] 2| Lal?yla3*ecuacion son iguales.
-1 -1 2 | -1
| —
A
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> 1 ‘ =3 #0, entonces ran (A) =ran (A") = 2.

-1 -1
Como ‘
El sistema es compatible indeterminado. 1o resolvemos. Podemos prescindir de la
32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

woy=-l-2z | ary=1+22 Sumando: 3x =3+3z — x=1+z
2x—y= 2+ z | 2x—-y=2+ z

y=1+42z-x=1+2z-1-2z==z2

Soluciones: x=1+A, y=A, z=2X

eSi Ax—1 — ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es compatible
determinado. Lo resolvemos para el caso en que A = 2:

2 2 2 -1 2 2
2 2 -1 2 2 -1
2 -1 2| _—18 2 2 2 20 18 _ 2
X=——=— =" y=— ===
_27 =27 3 27 =27 3
-1 2 2
2 2 2
2 -1 2] 48 2 - 22 2
z=———=—="=+  Solucion: x==, y==, z==
27 -27 3 3 3 3
1 0 -1
27 Halla, en funcion de a, el rango de la matriz 4 =|0 a -3 | vy calcula, si
S 4 1 a
existe, la matriz inversa A™! enlos casos a=1y a=-1.
1 0 -1
A=|0 a 3| - |A|=a’+4a+3=0 —
4 1 a
o, V16-12  4xV4_ ds2 _—a=-l
2 2 2 ——a=-3
0 L
A=|[0] a ‘ ‘=—3¢0
0 -3
4 1 a
Por tanto:

eSia=-10a=-3 — ran(4) =2

eSia#x-1y a#-3 — ran(4) =3

Asi, si a=-1, como |A|=0, no existe AL
Para a=1, |A|=8#0, siexiste A™'. La calculamos en este caso:
1 0 —1)
013

4 1 1

A=
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1

o, —— AW ——— (AdjD)) —— m(Adj(A))"
4 12 —4 4 -12 —4 4 -1 1 4 -1 1
15 1| 515 -1| 5[-12 5 3] 5 L{-12 5 3|=4
1 -3 1 1 3 1 —~4 -1 1 4 -1 1
100
Considera la matriz A=|{0 1 O,
a 0 b

a) ¢Cuando el determinante de A es el seno de algin nimero real?
b) Calcula 4! cuando exista.

c) Determina todos los pares (a, b) paralos que A coincide con su inversa.

a) |A|=b serd el seno de algin ndmero real cuando -1 < b < 1.

b) Existird A~! cuando |A|#0, es decir, cuando b # 0. La calculamos en este caso:

1

o, —— Adj) —— Udj@) —— m(Adj(A))’
b 0 -a b 0 -a b 0 0 10 0
0 b 0|0 b 0|0 b 0| 0 1 0|=4
00 1 00 1 —a 0 1 ~a/b 0 1/b

0o 1 0 b
1

-a/b 0 1/b E%b2=1/b= 1 - a=0

100 r 0 0 a=-2 5 ab+a=0 - ab+1)=0
olo 1 0]- N
T—~b=-1 5 aeR

b =

cea=0y b=1 —> (@O D

A=A cuando . }
e b=-1 y a cualquier nimero real — (a, -1)

Halla los valores del parametro ¢ para los cuales las matrices A y B no son
invertibles y calcula:

a)Alsit=1 b)B! si t=2
1 0 4 1 0 ¢

A=|0 t 4 B=|1 1 0
-1 3 t t 0 1

—4+\16+48 _ —4+V64 _ 428 _—~1= 2
2

) |A|=1r+4-12=0 —> 1= > -5 ~—i1=-6

A no es invertible para =2 ni para t=-0.
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Calculamos A~! para = 1:

10 4
A={0 1 4| = |4A|=-7
13 1
o, —— AdjDH) ——— (Adj (D) ——— ﬁ(Adj(A))’
“11 4 1 —11 —4 1 ~11 12 —4 —11 12 —4
125 3] 512 05 3] 5|4 5 4] o5 L[4 5 4|=-a
-4 4 1 -4 -4 1 1 31 1 31
r=1
b Bl =1-2=0<_,__,
B no es invertible para =1 ni para = -1.
Calculamos B! para 1= 2:
10 2
B=|1 1 0| —» |B|=-3
2 0 1
o, —— Adj(B) —— (AdjB) — ﬁ(Adj(B))t
1 1 =2 1 -1 -2 1 0 -2 -1 0 2
0 30|50 30132511 3 2|=pt
2 21 2 2 1 2 0 1 312 0 4

13
@ Dadas las matrices A = (i _21 _7;) y B=|A 0| donde )\ es cualquier nime-
S 0 2

ro real:
a) Encuentra los valores de A para los que AB es invertible.
b) Determina los valores de LA paralos que BA es invertible.

c) Dados a y b, numeros reales cualesquiera, ;puede ser el siguiente siste-
ma compatible determinado?

a)A-B=(1 _21_7;)(?1; §)=(11+_2% 3+1zx)

|A-B|=202+30-2-0 — A= 2% “49+16= ‘514@ -
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/7\‘
\}\‘

A - Bes invertible cuando ) # % y A#E-2.

1 3 4 -1 A-3
b)B-A=7»O)-(1 2 ”1)=(x 2 W )
0 2 T 2 =2 -2
|B-A4|=0 — B-A no esinvertible.
(1 2 A al |1 2| _ _ " = o
oA (1 14 b)’ 1 _1‘ 3 — ran (A) = ran (A) = 2 < n2incognitas.
—_—
A

El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a y b. Por tan-
to, no puede ser compatible determinado.

Pagina 122

31 En el supuesto de que exista, calcula una matriz X tal que AX = B en los si-
S guientes casos:

201 11 11 201
p4=(13 0|yB=|21 b) A= y B=|1 3 0
51 3 0 3 0 3 51 3
a) |A|=4#0 — Existe A7l Luego:
AX=B — A4X=41-B > X=41'B
Calculamos A7%:
o0, —— AdjAD —— (Adj D) —— ﬁ(Adj(A))f
9 3 -14 9 -3 -14 9 1 -3 9 1 -3
11 2|51 1 253 115301 1|4
31 6 31 6 14 -2 6 “ll4 2 06
Por tanto:
9 1 -3\ (1 1 1 1
x=Ll3 1 1|2 1]=L|= 1
i\4 2 6) Vo 3) 4 las 2

b) Para poder efectuar el producto 4 - X = B, X deberia ser (si existiera) de di-
mension 2 X 3.

Sea X=(x Y Z).
a b c

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Entonces:

11 x+a y+b z+c 2 01
Ax=(2 1 (x z Z): 2x+a 2y+b 2z+c|={(1 30
0 3/ ? ¢ 3a 3b 3¢ 513
x+a=2 = x=2—2=l
3 3
xta=1 — 2w=1-2=_2 5 x=_1
3 3 3

5
3g=5 — =2
a a 3

No tiene solucion. Luego 7o existe X tal que AX = B.
x—y+(@+P)z=0
32 Dado el sistema: S:{ x  + z=f
S x - z=0-383

a) Demuestra que es compatible determinado para cualquier valor de o y f.

b) Resuélvelo para o =ff = 1.

A x—y+ (a+Pz=o 1 -1 a+f o
x + z=f A'=|1 0 1 B
x - z=o0-3B 10 -1 o - 3B
A
1 -1 a+f 11
|[A]=|1 0 1 —‘1 _1‘=—2¢O - ran (A =ran(4) =3
1 0 -1

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o y P.

b)Si o =B =1, queda:

1 -1 2 1
A'=(1 0 1 1 ), con |A|=-2. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:
1 0 -1 -2
| —
A
1 -1 2 1 1 2
1 0 1 1 1 1
e S U DO b B e O S
-2 -2 2 -2 -2 2
1 -1 1
1 0 1
z=10—_2=i=é, Solucion: x=i7 y=é, z=i
- 2 2 2 2 2
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xtay+ z=a+2
33 a) Discute, en funcion de a, el siguiente sistema: x+ y+az=-2(a+1)
ax+ y+ z=a

b) Resuelve el sistema anterior para el caso a =-1.

a) Xtay+ z=a+?2 1 a 1 a+ 2
x+ ytaz==2@+D ; A'=(1 1 a | 2a+1D
ax+ y+ z=a a 1 1 a

|
A

a=1
Al =a’-3a+2=(a-12@+2=0=_.__,

eSi a=1, queda:

1 1 1 3

A'=|1 1 1 | —4|. Elsistema es incompatible.
1 1 1 1

*Si a=-2 queda:

1 2110 | 1 =20

A'={1 1:=2| 2| Como ‘1 1‘=5y 1 1 2|[=0,
-2 1 1 |-=2 -2 1 -2
|

A

entonces ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

b)Para a=-1, queda:

1 -1 1 1
A'=({1 1 -1| 0 | ysabemos que |A4]=4.
-1 1 1] -1
| —
A

El sistema en este caso es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la
regla de Cramer:

1 -1 1 1 1 1
0o 1 -1 1 0 -1
oo 17t 1 2.1, -1 -1 1l 2_
1 -1 1
1 1 0
Z=$=9=0_ Solucio’n:x=l,y=i,2'=0
y 4 2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



CUESTIONES TEORICAS

34
S

36

37

39

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incdgnitas, el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente a
las siguientes preguntas:

a) ¢Puede ser compatible?

b) ¢Puede tener solucién anica?

©) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (4) = ran (A") < n® incognitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n?incognitas, el sistema no puede ser compatible de-
terminado.

©) Si, si es compatible, pasando al 22 miembro las incognitas que sea necesario.

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3.

¢Qué puedes decir de su solucion? Razona tu respuesta.

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A') =
= n?incognitas = 3. El sistema seria compatible determinado. Por tanto, tendria co-
mo solucién Gnica la solucion trivial (0, 0, 0).

¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

La condicion necesaria y suficiente para que una matriz, A, cuadrada tenga inver-
sa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A|# 0.

Sean A y B inversas una de otra. Si |A| = 4, ;cudnto vale |B|?
Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

1 1

A-B|=|A| - |B|=|1]=1 B|= =
4 Bl= 141 1BI= 11=1 > |Bl= 7 =

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1. ;Qué rango, como maximo, puede tener la ma-
triz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

2-2
¢Existe algin valor de a para el cual la matriz (;’ “a ) no tenga inversa?
a dz -2 2 2 .
. =a*—a-+2=2#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



40 Dadas estas ecuaciones:

S

{ 3x—2y+z= 5

2x -3y +z=-4

a) Afiade una ecuacion para que el sistema sea incompatible.

b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido para afiadir la ecuacion.

a) Por ejemplo, 3x— 2y + z =1 contradice la 12 ecuacion; luego, si anadimos esta
ecuacion, el sistema obtenido seria incompatible.

b) Por ejemplo, si anadimos la ecuacion y =0, como

3-21

1
2 3 1| =- 2 1 ‘ =-1#0, el sistema seria compatible determinado.
01 0

Representa matricialmente los sistemas:

3x+ y=1 . 3x+ y=0
s st
11x +4y =0 11x +4y=1

Resuélvelos y averigua si existe alguna relacion entre las soluciones obteni-

das y la inversa de la matriz ( 131 2) Justifica la relacion obtenida.

SISTEMA S SISTEMA S’
(i 4)5)- (o) (1 4)5)- (%)
11 4/\y/) \o 11 4/\y) \1
. 3 1
Calculamos la inversa de A4 = (11 4) (J|A|=1#0):
0, —— AdjA) ——— (AdjD) —— ﬁ(Adj(A))“
(4 11)_)(4 —11)_)(4 —1)%(4 _1)=A’1
1 3 -1 3 -11 3 -11 3
SOLUCION DEL SISTEMA S SOLUCION DEL SISTEMA S’

Gl 360G G- 510005

Y -11 3 /\0 -11 Y -11 3/\1 3

Las soluciones obtenidas son cada una de las columnas de la matriz inversa. Obser-
vamos que las matrices de los términos independientes de los dos sistemas son las

columnas de la matriz identidad. Por tanto, las incognitas que hallamos son los ele-
mentos de la matriz inversa.

Demuestra que no hay valores de m para los que el siguiente sistema no
tenga solucion:

x+ 2+ z=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7
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X+ 2y+ z=3 1 2 113
x+ 3y+2z=5;, A'=|1 3 2|5
x+my+3z=7 1 m 317
—_—
A

|[A|=4-m=0 — m=4
e Si m=4, queda:

1 27113

A’=[1 3.2 | 5| La4®columna se obtiene sumando la 2¢ y la 32,
1 4 317
——
A

Luego, ran (A) = ran (A"). El sistema es compatible. (En este caso seria compa-

tible indeterminado, pues 20 — ran (A =ran (A) = 2).

2
1 3
e Sim#4 — ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. FEl sistema es compatible
determinado.

Por tanto, no hay ningin valor de m para el que el sistema no tenga solucion.

43  Si el rango de la matriz de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas

S es dosy el de la matriz ampliada tres, ;qué interpretaciones geométricas po-
demos dar a ese sistema? Pon un ejemplo de un sistema de esas caracteris-
ticas y su interpretacion geométrica.

Si ran (A) =2 #ran (4" =3, el sistema es incompatible.
Interpretaciones geométricas posibles:

1) Dos planos paralelos y otro que los corta:

2) Tres planos que se cortan dos a dos,
pero sin ningin punto comun a los tres:

Un ejemplo de cada uno de los dos casos seria:

Dx+y+z=1 2) x+ y+z=1
x+y =2 X+ y =2
x+y+z=3 2x+ 2y +z=5
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S
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Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas, AX=B y
AX = B, tienen una misma matriz de coeficientes A4, ;puede ser incompatible
uno de los dos sistemas mientras que el otro es compatible y determinado?

No. Si uno de ellos es compatible determinado es porque ran (A) = ran (A") = 4.
Por tanto, si A es la misma matriz en los dos sistemas, también en el otro sera
ran (A) = 4. Luego, los dos serfan compatibles determinados.

¢Puede ocurrir que un sistema de ecuaciones lineal homogéneo no tenga so-
lucion? ;Puede ocurrir que tenga infinitas soluciones? Razona las respuestas.

Un sistema homogéneo siempre tiene, al menos, la solucion trivial (0, 0, 0). Ade-
mas, ran (A) = ran (A"); luego, siempre es compatible. Si ran (4) = n® incognitas,
entonces solo tendria la solucion trivial; y, si ran (4) < n? incégnitas, seria compati-
ble indeterminado, es decir, tendria infinitas soluciones.

El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones
con tres incognitas es 3. ¢Qué rango puede tener la matriz ampliada? En ba-
se a ello, scuantas soluciones tendra el sistema?

La matriz ampliada, A’, podria tener rango 3 o rango 4.

e Si ran (A) = ran (A") = 3 = n®incognitas — El sistema seria compatible deter-
minado, es decir, con una sola solucién.

eSi ran (A) =3 # ran (A) =4 — Elsistema serfa incompatible, sin ninguna so-

lucion.

Determina una matriz A para que el sistema homogéneo AX = 0 sea equi-
valente a la ecuacion matricial:

1 -2
(xy 2|2 1|=(0,0)
1 2

La ecuacion matricial dada, la podemos escribir ast:

X
1 21

x+ 2+ z=0}‘ Si llamamos A=(_2 1 2) y X=1Y
z

—2x+ y+2z=0

entonces: AX =0
1 2 1)

Por tanto, la matriz A que buscamos es A = (_2 1 2

PARA PROFUNDIZAR

48

a) ¢Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?

x—2y =1
y+ z= a
x -3z =-1
y— z= 2
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b) ¢;Puede ser compatible indeterminado?

x =2y = 1| x-2y =1 1 -2 0|1
a) Y+ z=a | x -3z =-1 A= 1 0 =31 -1
X -3z=-1 y— z= 2 N 707”1”:1J 2
y—- z= 2 y+ z= 12 01 11 a
-
A
1 -2 0
1 0 3|=120 — ran (A =3 = n?incognitas
0o 1 -1
FILAS
1 -2 0 1 12 1 -2 0 1
I B SR T 02 -3 2| |32 )
[AT=10 1 21 2|7 » 01 -1 2| |t-1 2]=a-14=0
01 1 al @ 01 1 a Lla
- a=14
Por tanto {- Si a=14 — ran (A =ran (A) =3 — Compatible determinado
"|eSiaz14 - ran(A) =3 #ran (A') =4 — Incompatible

b) No, por lo que hemos visto en el apartado anterior.

49 Estudiay resuelve cuando sea posible:
x+ y +2t=3
) 3x—-—y+ z— t=1
a 5x—3y+2z—4t=a
2x+ y+ z+ t=2
a x+ y +2t=3

3x— y+ z— t=1
Sx—-3y+2z—4t=a
26+ y+ z+ =2

1
-1
1

|4[=0y

DO WY =
e )

ax + z+ &=
ay + z—- 1=
b) ay + z -2t =2
az — t=0
11 0,2 3
3 -1 11-1 | 1
= I
4 2 1 111 2
5 -3 2 4 a
| ——
A

=320 — ran(A) =3

(La 4 columna depende linealmente de las tres primeras).

11 0 3] 1 1 [o] 3

3.1 1 1 5 3 101 1 11 3
21 1 2|7 -2 1 20/ 1 |71 2 1
532 a 422 1 -1 0|la-2 -1 -1 a-2
FILAS

12 11 3

22 + 12 3 4 =3a+1D=0 - a=-1

32+ 18 0 a+1
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eSi a=-1 — ran (A) = ran (A") = 3 < n?incognitas. El sistema es compa-
tible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4% ecuacion y pa-
sar la ¢ al 2° miembro:
x+y =3-2!
3Bx—y+z=1+ 1
2x+y+z=2—-1

3-2t 1 0 1 3-2t 0
1+t -1 1 3 1+¢r 1
oo d2-t VAL 25 _5-20 11 2-0 11 _ 44 _4-4
-3 -3 3 7 -3 =3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+1¢
L2 1 2=t _8-51_-8+51
-3 -3 3
Soluciones: x = 5—327», y= 4_3@”, z= =8 ; 57”, r=2X\

eSi a#-1 — ran(A) =3 #ran (A") = 4. El sistema es incompatible.

b) ax + z+ t=1 a 0 1 1 1
ay+ z— t=1 A= 0 a 1 -1 1
ay+ z—2t=2 0 a 1 2 2
az— t=0 00 a -1 0
| S ——
A
a0 1 1 FILAS
0 a 1 -1 a 1 -1 i a 1 -1
al= {0 4 1 | =ale 1 2|- 21 a0 0 ]| -
00 a -1 0 a -1 3¢ 0 a -1
—al? 1‘— at=a3=0 — a=0
0 a

eSi a=0, queda:

00 1 1 1
! = O O 1 —1 1 - Zz= 1 )
A= 00 1 =2 2| =5 z=2 } Incompatible
00 0 -1 0/ = t=0

eSi a#20 — ran (A =ran (A) = n?incognitas = 4. El sistema es compatible
determinado. Lo resolvemos:

1 0 1 1
1 a 1 -1
2 a 1 =2
y= 0 0 a -1l Qa+Da _2a+1
B & &2
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a 1 1 1
o 1 1 -1
o 2 1 =2
0O 0 a -1
a 1
y= 3 =R
a a a
a 0 1 1
0 a 1 -1
0O a 2 =2
00 0 -1l _p2 4
o= : - —a” _ -1
6i5 ad a
a 0 1 1
0 a 1 1
0 a 1 2
0O 0 a O _3
t= |
a’ a’
Soluciones: x = 24+ 1, y= L, z= i, r=-1
e e a

50 Discute los siguientes sistemas segtin los valores de los parametros que con-

tienen:
X— y+ z=2 x+ y+ z=a-1
a)q 2x+3y— 2z=-8 b){ 2x+ y+az=a
4x+ y+az=>b x+ay+ z=b
x—3y+z=a ax+ y—z=b-1
o4 x —z=b d2x+ay =b+1
x +tz=c —X +z=>b
A x— yp+ z= 2 1 -1 1 2
2x+3y—-2z=-8; A'=|2 3 -2 | -8
dx+ y+az=2>b 4 1 a b
| —
A
|A|=5a=0 — a=0
eSi a=0, queda:
1101 |2 1 1 1 -1 2
Ar=|2 3,2 —8;‘2 3‘=5¢0; 2 3 8[=5b+20=0 — b=—
41 0 b 4 1 b
[ ——
A

*Sia=0y b=—4 — ran (A =ran (A) = 2 < n?incognitas. El sistema es
compatible indeterminado.

eSi a=0y bx—4 — ran(A) =2 # ran (A") = 3. El sistema es incompa-
tible.
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°Si az0 — ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compati-
ble determinado, cualquiera que sea el valor de b.

b)) x+ y+ z=a-1 11 1]a-1
2x+ y+taz=a A'=12 1 a a
x+ay+ z=5b 1 a 1 b

A

a=1
|A] = ~a-Da-2=0<_ , _,

eSi a=1, queda:

11 1] 0
A'=12 1 1 1 ):| Contradictorias, a no ser que b = 0.
11 11 b

—Sia=1y b#0 — Sistema incompatible.

—Si a=1vy b=0, queda:

1 1.1 0
A'=12 71) 1 1 ) La primera fila y la tercera son iguales.
1 1 1 0
1 1 o
5 117 0 — ran (A = ran (A") = 2 < n?incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

e Si a=2, queda:

1 171 1
A'=(2 71) 2 | 2 ) La primera y la tercera columnas son iguales.
1 2 1 b
11
‘2 1’;&0 - ran (4) =2
1 1 1
2 1 2|==-b-D=0 - b=1
1 b

—Sia=2y bzl — ran(A) =2+#ran(A) =3 — Sistema incom-
patible.

—Sia=2y b=1 — ran(A =ran (A" = 2 < n®incognitas — El sis-
tema es compatible indeterminado.

—Sia#zlya#z2 — ran(A =ran (A) = 3 = n®incognitas — El sis-
tema es compatible determinado para cualquier valor de b.
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O x—-3y+z=a 13 11| a
X —-z=b A'=|1 0 1| b
X +z=cC 1 0 1 c

\_ﬁ{—J
A

|[A|=6#0 — ran (A = ran (A") = n?incognitas — El sistema es compati-
ble determinado para cualquier valor de a, b y c.

dDax+ y—z=b-1 a 1 -1| b-1
2x + ay =b+1; A'=[2 a 0 | b+1
- +z=b -1 0 1 b

| —
A

Al =a?—a-2=-0<__ _ ,

*Si a=-1, queda:

-1:1 -1 b—-1
A=[21-1 0 | b+1
-1 0 1 b
-1 1
‘2_1‘;&0 — ran (A) =2
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-3b=0 — b=0
-1 0 b

—Sia=-1y b0 — ran (4 =2 #ran (A) =3 — Sistema in-
compatible.

—Sia=-1y b=0 — ran (A = ran (A") = 2 < n?incognilas — El
sistema es compatible indeterminado.

e Si a=2, queda:

2 1.-11]b-1
A=[2 210 | b+1
1 0 1 b
2 1
‘2 2‘;&0 - ran (A) =2
2 1 b-1
2 2 b+1|=3-3=0 — b=1
-1 0 b

—Sia=2y bzl — ran(A) =2+#ran(A) =3 — Sistema incom-
patible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



—Sia=2y b=1 — ran(A) =ran (A") = 2 < n?incognitas — El sis-
tema es compatible indeterminado.

—Sia#z-1y a#2 — ran (A =ran (A") = 3 = n?incognitas — El
sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

51 Calcula los valores de a y b para los cuales este sistema tiene infinitas so-
luciones. Resuélvelo para esos valores:
ax+ y+z=4
x+ y+z=-b
x—ay+z=>b

ax+ y+ z=1
a)| x+ay+ z=b b)
x+ ytaz=1

ADax+ y+ z=1 a 1 11
xt+tay+ z=b}; A'=|1 a 1 | b
x+ y+taz=1 1 1 all
|
A
3 5 a=1
|Al=a’-3a+2=(@-D*(@a+2)=0<__ ,_ ,
*Si a=1, queda:
1 1 111
A'=|1 1 1 |b
1 1 111
%,—/
A
—Sia=1y b=1 - ran (A =ran (A") =1 — Compatible indeter-
minado.

x+y+z=1 — x=1-y—=z Soluciones: x=1-A-WU, y=A z=0
—Sia=1vy b#1 — Incompatible.

*Si a=-2 queda:

-2 1.1 1
A=|1 =211 | b
1 1 =2 1
| —
A
21 -2 1 1
‘ ’=3 — ran (A) =2 1 2 b|=3b+6=0 —= b==2
1 -2
1 1 1
—Sia=-2y b=-2 = ran (A =ran (A") =2 — Compatible inde-
terminado.

2x+ y= 1-=z
xX=2y=-2-z

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



‘1—2 1‘ ‘—2 1—2‘
y = 2-z =2 =3—Z=z;y= 1 2-z =3Z+3=3(Z+1)=1+Z
3 3 3 3 3

Soluciones: x =X, y=1+A, z=2A
—Sia=-2y bx-2 = ran (A =2#ran(A) =3 — Incompatible.

—Siazly az-2 — ran (A #ran (A") = n®incognitas = 3. El sis-
tema es compatible determinado.

b)ax+ y+ z=4 a1l 1| 4
x+ y+ z==b}; A'=|1 1 1| -b
X—ay+ z=b 1 —-a 1| b

——
A

a=-1
Al =(a+Da-D=0=___

*Si a=-1, queda:

-11 1] 4
I = —
4 i i 1 bb :| Contradictorias a no serque b=-b — b=0
—Si a=-1y b#0 — Sistema incompatible.

—Si a=-1y b=0, queda:

-1 1,1 4
A= 717”1J 1 0 ]. La 22y 3* filas son iguales.
1 1 1 0

-1 1
’ 11 ’ 20 — ran (A =ran (A") = 2 < n?incognitas — Sistema
compatible indeterminado.

X+y+z=4| x+y=4-=z2
xX+y+z=0 xX+y=-z

Sumando las dos ecuaciones:

2y=4-2z — {y=2—z
X=—=z-)y=-=2z-2+z=-2

Soluciones: x=-2, y=2-A, z=A

eSi a=1, queda:

A= 1 i i —417 ) :| Contradictorias a no ser que —-b=4 — b=-4
1 -1 1 b
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—Sia=1vy b#-4 — Sistema incompatible.

—Si a=1vy b=-4, queda:

1 1 1 4
A'=(1 1.1 4 ) La primera y segunda filas son iguales.
1 15104
1 1 L .
’ 1 1 ’ 20 — ran(A) =ran(A") = 2 <nincognitas — Sistema

compatible indeterminado.

X+y+z=4 x+y= 4-=z
X—-y+z=-4| x—-y=-4-z

Sumando las dos ecuaciones:

2x=-2z — %7 °F
o = {y=4—z—x=4—z+z=4

Soluciones: x =-\, y=4, z=1»\
eSia#-1y azl — ran (A =ran (4" = n?incognitas — Sistema com-

patible determinado para cualquier valor de b.

A+ Dx+ 3y+Az=1

@ Discute en funcionde A y u: 3x+(A+Dy+2z=u-1
S Ax + 2y + Az =2
A+ Dx + y+Az=1 A+1 3 A 1
Bx+ A+ Dy+2z=pu—-10A4'=| 3 A+1 2 | p-1
Ax + 2y + Az =2 A 2 A 2
|
A
A= 2
A]=22—d=0<_, _
eSi A =2 queda:
332 | 1
A=1313 2 | pu-1
2.2 2 2
M——/
A
3 2 3 2 1
’=2¢O = ran (A =23 2 u-1|==20u+4=0 - u=2
22 2 2 2

—Si A=2vy u=2 — ran (A = ran (A") = 2. Compatible indetermi-
nado.

—Si A=2vy u#2 — ran(A) =2 # ran (A) = 3. Incompatible.
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e Si A =-2 queda:

-1 3.2 1
A=|3 1,2 | u-1
-2 2 2 2
| —
A

13 -1 3 1
‘ =-8#0 — ran(A4) =2 3 -1 u-1{=-4u-8=0 - unu=-2
5 -1 2 2 2

—Si A==2y u==2 — ran (A = ran (4" = 2. Compatible indeter-
minado.

—Si A==2y u#z-2 — ran(4) =2 # ran (A" = 3. Incompatible.

e Si A2y A2 — ran(A) = ran (4") = 3. Compatible determinado, cual-
quiera que sea el valor de L.

PARA PENSAR UN POCO MAS

2-10
53 Dada la matriz: A = (a = 3 0 4
21 1

a) Halla la matriz (Al.j) formada por los adjuntos de los elementos de A.

b) Calcula |4]| = | aij| v |4 y| y halla una relacion entre ellos.
-4 5 3
a) (Ai])= 1 2 4 b)|A| = |aij. =-13
' -4 -8 3

|4, =169 = (-13)? = |A]?

54 En general, ;qué relacion existe entre el determinante de una matriz A, de
orden 3 X 3, y el determinante de la matriz formada por sus adjuntos? Para
demostrarlo, ten en cuenta que: |A- B| = |A| |B| yla expresion de Al

e Sabemos que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta:

4,1 = 14,

e Por otra parte, tenemos que (suponemos que existe A™1):
1

_ 1\ 1 _
—A) > |At=—| |4,|=—— |4 |= |47
TR (|A|) 4l = 14l = 1471

Afl

e También sabemos que:

A-AV=1 - JA]- A =]1l=1 - |A*1|=%|
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55

e Uniendo las dos igualdades obtenidas, tenemos que:

1 1

—=—'|A

A Vi 41— 14,1 =[A4]* (4 de orden 3 x3)

en funcién de |4].

Si A es una matriz cuadrada nx n, daelvalorde |A y|

Con el mismo razonamiento que hemos seguido en el ejercicio anterior, llegamos a
que si A esn X n:

1

1=
4= L 1a,

> l4l= lape
= T
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